Решение задач.

1 тур 6 класс.


1.Каждый студент, одалживающий кому-либо деньги, записывает соответствующую сумму как положительное число, а занимая у кого-нибудь деньги, записывает эту сумму как отрицательное число. Сумма записанных чисел дает в конце  года положительное или отрицательное сальдо данного студента, причем сумма всех сальдо дает нуль.

Бухгалтерии Ватсона достаточно для выравнивания долгов, а необходимо для этого самое большее шесть выплат. Действительно, предположим, что «наименьший» должник выплачивает всю сумму «наибольшему» кредитору. Тогда, после первой выплаты, общее число должников и кредиторов будет равно самое большее шести, а после пятой выплаты, произведенной по тому же самому принципу, число должников и кредиторов будет равно самое большее двум, в следствии чего самое большее после шестой выплаты все долги будут выровнены. Конечно, может случится, что после какой-либо очередной выплаты один из кредиторов станет должником, но этот факт не изменит числа кредиторов и должников.


2. Если, например, словарь содержит 1000 страниц, то мы откроем его посередине и найдем самое последнее на странице 500, предположим , «нарцисс». Первый вопрос должен быть таким: находиться ли отгадываемое слово в словаре после слова «нарцисс»? Если ответ будет гласить «да», то мы открываем словарь на 750 странице, а если «нет», мы откроем на странице 250 и опять спросим о расположении загаданного слова по отношению к последнему слову на открытой странице и т.д. После десяти вопросов попадем на нужную страницу. Если на ней два столбца то 11 вопросом определим столбец, в столбце самое большее 64 слова, 17-й вопрос приведет нас к одному слову, которое, если мы еще раньше не отгадали нужное слово, мы и укажем загадавшему его.

(Данный словарь содержит не более 128000 слов, но у нас еще осталось 3 вопроса, таким образом, словарь не может превышать 128000*8=1024000 слов. Нет словарей, содержащих более миллиона слов.)


3. Каждый ученик заказывает одну фотографию себе и по одной каждому из 24-х друзей, значит всего 25 фотографий. В результате было заказано 25 х 25=625 фотографий.


4. Сначала переправляются 3 самурая второго господина, один самурай третьего и один первого, который отвезет лодку обратно на берег к господинам. Затем едут второй и третий господины, третий господин с самураем едут обратно. На противоположный берег отправляются первый и третий господины. А потом все оставшиеся самураи. 


5. Одно из решений:

2 тур 6 класс.


1. Он мог разложить их следующим образом: 1к, 2к, 4к, 8к, 16к, 32к, 64к, 128к и 45к.


2. Ответ: 301 яйцо.


3. Ответ: 5*(-2+4)*(1+2+7)=100.


4. Как необходимо разрезать квадрат показано на рисунке.


5. Ответ: При правильной игре всегда побеждает первый.

Сначала первый игрок называет 1, а затем добавляет каждый ход второго игрока до 11 и так до 99. Далее какое бы число не назвал второй игрок, первый следующим ходом получает 100 и выигрывает.

3 тур 6 класс.


1. Пусть х- масса сухих грибов, значит тащили 10х кг грибов.  Когда высушили стало на 15 кг меньше, т.е. 10х-15 кг, а это есть 40% сухих грибов (т.к. 60% воды). Составим уравнение: (10х-15)*40/100=х. Решив получим х=2. Лесник тащил корзину весом 20кг.


2. Ответ a=3, b=1, c=7.
Сумма цифр трехзначного числа не может превышать 27. Обозначим число abc.

Из условия имеем: 
328-(100*a+10*b+c)=a+b+c. 
Очевидно, что a=3. Тогда имеем: 25=11*b+2*c. 
2*c - четное число, 25 – нечетное, значит b=1, а с=7.


3. Буратино не прав, так как сумма (разность) нечетного числа нечетных чисел равна нечетному числу, а он получил четное. 


4. Решение задачи имеет вид:


11  24   7  20   3

                          





  4  12  25   8  16

                         





17   5  13  21   9

                         





10  18   1  14  22

                        





 23   6  19   2  15

5. Решение: 6ж5к3с

5ж5к3с (жк) ж, 5ж4к3с (кс) жк, 5ж4к2с (ск) жкс, 4ж4к2с (жк) 2жкс, 4ж4к1с (ск) 2жк2с, 3ж4к1с (жк) 3жк2с, 3ж3к1с (кж) 3ж2к2с, 2ж3к1с (жк) 4ж2к2с, 2ж2к1с (кж) 4ж3к2с, ж2к1с (жк) 5ж3к2с, жкс (кс) 5ж4к2с, жк (ск) 5ж4к3с,     (жк) 6ж5к3с.

4 тур 6 класс.

1. Ответ: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Пусть первая цифра кода х, а вторая у. Тогда само число записывается как 10х+у, а условие задачи можно записать уравнением (х+у)+ху=10х+у. Следовательно, ху=9х. Так как код – двузначное число, то х не равно 0, а значит, у=9. При этом х можно взять любым, кроме 0.


2. Если Малыш начнет есть пирог в одиночку, а Карлсон присоединиться к нему через минуту, то как видно из условия, они съедят пирог ровно за три минуты. Если же Малыш и Карлсон будут есть пирог вместе с самого начала, то они управятся с ним быстрее, что и требовалось доказать.


3. Ответ: нельзя.


Предположим, что такая расстановка возможна. Посчитаем суммарное число горизонталей и вертикалей, которые может занимать полный комплект корабликов. Кораблик 1х4 занимает одну вертикаль и 4 горизонтали или одну горизонталь и 4 вертикали, итого 5 рядов; каждый кораблик 1х3 занимает по 4 ряда; кораблик 1х2 занимает по 3 ряда; каждый кораблик 1х1 занимает по ряда. Поэтому общее число рядов, которые могут занимать все кораблики на доске, не превосходит 5+2*4+3*3+4*2=30. А всего у нас имеется 32 ряда, т.е. по крайней мере два из них останутся не занятыми.


4. Покрасим вершины A, C, F и H в черный цвет, а остальные – в белый. (Нижнее основание A, B, C, D, верхнее E, F, G, H, соответственно) Заметим, что любые две соседние вершины будут покрашены в разные цвета. Значит после каждого залпа муха перелетает в вершину другого цвета. Сделаем первый залп: (C; F; H). Если муха находилась в черной вершине, то либо охотники сразу попали в нее, либо муха находилась в вершине А. В последнем случае после залпа муха перелетит в одну из трех соседних вершин, и залп (B; D; E) обязательно достигнет цели. Если муха находилась в белой вершине, то после двух выстрелов она снова окажется в белой вершине. Аналогично предыдущему: (D; E; G), (A; C; F). Охотники обязательно попадут в муху, сделав следующие залпы: (C; F; H)- (B; D; E)- (D; E; G)-(A; C; F).


5. Ответ: выигрывает первый.

Одна из многих возможных выигрышных стратегий первого такова. Первым ходом он берет число 7. Второй  в ответ вынужден брать двойку ( иначе ее возьмет первый и выиграет 2*7=14). Тогда первый берет единицу и создает сразу две угрозы: 17-3 и 1+7+6. поскольку взять одновременно тройку и шестерку второй своим вторым ходом не может, первый третьим ходом возьмет одну из этих цифр и выиграет. Своим вторым ходом второй выиграть не может, ибо из двойки и любой другой цифры, как легко проверить, число 14 получить нельзя.

5 тур 6 класс.

1. Ответ:  Имеется.

Пусть не имеется, тогда всех монет по 6 штук, итого получается 6*4=24. Но монет 25 штук, значит одна - какая-нибудь из них.


2. Ответ:  В 11 раз.
На прямой а поставили 10 точек, они поделили отрезок на 9 равных частей, длины а/9. Сто точек прямой b поделили его на 99 отрезков длины а/9, значит длина отрезка b равна 99*(а/9), т.е. b=11a. а меньше b в 11 раз.


3. Ответ:  48.
Каждое число делиться на 2 (так как четное), хотя бы одно из них делиться на 4 (так как четные подряд идущие) и  хотя бы одно делиться на 3(так как четные подряд идущие). В результате имеем: 2*2*4*3=48.


4. Ответ:  р*р. 

5ж4к2с (ск) жкс, Где р – простое число (делители: 1, р, р*р). 


5. Ответ на рисунке.


6. Ответ: 312-184=128.  

Пусть х - уменьшаемое, у – вычитаемое, z – разность. Из условий имеем: 
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7. Ответ: Успел.

Составим уравнение: 
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. Мы видим в результате 1 – это и есть вся книга.


8. Ответ: 5039.

Прибавим к искомому числу единицу и оно должно делится на все эти числа без остатка. 9*8*7=504. Так как должно делиться на 10 то 504*10=5040. в итоге получим ответ 5040-1=5039.


9. Ответ: 12500.

Всего шестизначных чисел: 999999-99999-900000. Выбросим отсюда числа у которых первая цифра 1 (так как она нечетная), их 100000 штук, теперь мы имеем 900000-100000=800000 чисел. Только у половины из них последняя цифра четная, значит 800000/2=400000 чисел, только у половины из них предпоследняя цифра четная, значит 400000/2=200000 чисел, только у половины из них третья с конца цифра четная, значит 200000/2=100000 чисел, только у половины из них четвертая с конца цифра четная, значит 100000/2=50000 чисел, только у половины из них пятая с конца цифра четная, значит 50000/2=25000 чисел, только у половины из них шестая с конца цифра четная, значит 25000/2=12500 чисел.


10. Ответ: Нельзя.

Пусть числа стали равны некоторому числу к. Тогда к 1 нужно добавить число к-1, к 2 нужно добавить число к-2, к 3 нужно добавить число к-3, к 4 нужно добавить число к-4, к 5 нужно добавить число к-5, к 6 нужно добавить число к-6. Так как добавляли сразу к двум числам, то мы добавили какое-то четное число – 2n. Имеем равенство: к-1+к-2+к-3+к-4+к-5+к-6=2n, далее 6к-21=2n. 6к – четное, 2n – четное, а 21 – нечетное, получили противоречие.

6 тур 6 класс.

1.Ответ: Несократима.
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- несократима, значит и вся дробь не сократима.

2.Ответ: 45.

Пусть это число ab. Тогда исходя из условия составим уравнение: 
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. Преобразовав получим 5a=4b, значит a=4, b=5.

3.Некоторые из возможных решений:
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4.Решения представлены на рисунке, а также получаются путем поворота второго квадрата.


5. Обозначим число, как ab. Тогда
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, где n – целое. Выразим b: b=a(n-10). Так как b – цифра, то 
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. Отразим результат в таблице.

	n
	b
	a

	10
	0
	любое

	11
	a
	от 1 до 9

	12
	2a
	1, 2, 3, 4

	13
	3a
	1, 2, 3

	14
	4a
	1, 2

	15
	5a
	1

	16
	6a
	1

	17
	7a
	1

	18
	8a
	1

	19
	9a
	1


Решение задач.

1 тур 7 класс.


1. Число способов заполнить 4 клетки двумя белыми и двумя черными равно 6. Значит седьмая колонка повторит одну из этих шести, следовательно такой прямоугольник всегда найдется.


2. Количество кубиков в фигуре не обязательно должно делиться на 4. На рисунке фигура состоящая из 34 кубиков. Это два слоя фигуры, которые нужно совместить, положив один на другой.


3. Ясно, что все три жернова должны работать одинаковое время. Так как за сутки все 3 жернова могут смолоть 60+54+48=152 четверти зерна, а надо смолоть 81 четверть, то жернова должны работать 12 часов и за это время на первом жернове надо смолоть 30 четвертей, на втором 27 четвертей, а на третьем 24 четверти зерна.


4. Ответ: на 19 день. 

Так как на 20 день покрылось все озеро, а число лилий удваивалось, то пол озера было на 19 день.


5. Ответ: 127 способов.

Порядок книг в стопке не учитывается. Стопку из одной книги можно сделать 7 способами. Из двух: беря первую книгу можно положить её с любой из шести оставшихся; второю с любой из пяти кроме первой (вариант первая со второй мы уже учли); третью с четырьмя; четвертую с тремя; пятую с двумя; шестую с одной (седьмой), в результате получается 6+5+4+3+2+1=21. Аналогично для стопок из трёх, четырех, пяти, шести и семи книг. 7+21+35+35+21+7+1=127.   

2 тур 7 класс.

1. Всего состоялось четыре передачи денег. После каждой передачи сумма денег, имеющихся у Андрея и Федора, остается неизменной и равной 160+160=320 рублей. После четвертой передачи деньги у Федора удвоились. Значит после третьей передачи у Андрея было 80 р., а у Федора было 320-80=240р. 

После третьей передачи удвоились деньги у Федора. Поэтому после второй передачи у него было 120 рублей, а у Андрея 320-120=200р. 
После второй передачи удвоились деньги у Андрея, значит перед ней у него было 100р., тогда у Федора было 320-100=220р.

После первой передачи деньги удвоились у Федора, значит первоначально у него было 110р., а у Андрея 320-110=210р.

	Передачи
	А
	Ф

	Первоначально

После 1-й передачи

После 2-й передачи

После 2-й передачи

После 4-й передачи
	210

100

200

80

160
	110

220

120

240

160


2. После первого переливания в ведре останется 4 литра воды. Отливая из ведра один литр смеси, мы каждый раз отливаем 1/5 часть содержащейся в смеси воды. Поэтому после второго переливания в ведре останется 4-4*1/5=16/5 литра воды. После третьего переливания в ведре останется 16/5-1/5 * 16/5 =64/25 литров воды.

3. Решение приведено на рисунке.

4. Обозначим мальчика белым кружком, а девочку черным, 


тогда решение будет происходить по следующей схеме.


5. Решение доктора Ватсона является удачным, независимо от того, где он живет. Рисунок показывает, как можно объехать улицы и вернуться к произвольно выбранной точке выезда. Длина кратчайшего объезда превышает на 16,7% длину всех улиц города.


3 тур 7 класс.

1. Заметим, что при  
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Суммируя эти неравенства по k=2, 3, …, n, получим неравенство 
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1

(

,

1

1

1

1

...

3

1

2

1

1

1

2

2

3

2

2

=

<

-

<

+

+

+

h

h

h

nh

h

h

n

n


Остается добавить к обеим частям 
[image: image11.wmf].
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2. а)


б) Обозначим ячейки буквами A, B, C, D, E, F, G рис.3. В ячейках, окрашенных в белый цвет, запишем +1, а в остальных запишем –1. Перекрашивание, осуществляемое согласно условию задачи, можно, очевидно, заменить умножением чисел, записанных в соответствующих ячейках, на –1. При любом допустимом перекрашивании, произведение четырех, записанных в клетках A, B, C, F, не изменяется. Так как для раскраски, рис. 1, это произведение равно 1, а для раскраски, изображенной на рис. 2, оно равно –1, то эта раскраска не может быть получена из исходной.


рис.1



рис. 2



рис. 3


3. Докажем, что выход в финальную четверку гарантирован команде, набравшей 11 очков. Предположим противное: пусть некоторые 5 команд набрали не менее чем по 11 очков. В 10 играх между собой эти 5 команд набрали в сумме 20 очков, а в играх с 3 остальными  - не более 2*3*5=30, т.е. всего они набрали не более 50<5*11 очков. Это противоречит нашему предположению.

С другой стороны, 10 очков еще не гарантируют выход в финал. Действительно, если какие-то 5 команд все матчи между собой сыграют вничью, а у остальных 3 команд выиграют, то каждая из них наберет по 4 + 6 = 10 очков, но может не попасть в финальную четверку.

Точно так же можно доказать, что в однокруговом турнире команд наименьшее число очков, гарантирующее выход в число k сильнейших из n участников (k<n), равно 2n-k-1.

4.Ответ: 56 поворотов.


5. 
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8
0
0
4
4 тур 7 класс.

1. Каждая клетка имеет смежные клетки иного цвета, чем она сама. Значит при перестановке пешка поменяет цвет клетки. Так как доска имеет нечетное количество клеток, то клеток одного из цветов на одну больше, чем клеток другого цвета. Значит одна пешка не сможет поменять цвет, т.е. такую перестановку сделать не возможно.

2.Победит второй игрок, добавляя каждый раз ход первого игрока до 10. Или до 9.

3.Ответ: 22+979=1001.

4. Ответ: Нельзя.
Заметим, что вес каждой монеты в граммах отличается от ее достоинства в рублях на число, кратное 5. Следовательно, и в любом наборе монет общий вес в граммах отличается от стоимости в рублях на число, кратное 5. Другими словами, вес и стоимость всегда дают одинаковые остатки при делении на 5. Поскольку при обменах общий вес не меняется, остаток стоимости тоже сохраняется. Но 1998 и 2099 дают разные остатки при делении на 5, значит, превратить 1998 рублей в 2099 невозможно.

5.Ответ: 9 игроков.

По условию суммарный возраст игроков первой команды увеличился на 1 х 12 = 12 недель, второй – на 2 х 12 = 24 недели. При этом суммарный возраст игроков всех трех команд не изменился, так как все переходы происходили между этими командами. Значит, суммарный возраст игроков третьей команды уменьшился на 36 недель, т.е. в ней 36 : 4 = 9 игроков.

5 тур 7 класс.

1. Ответ: 123457896.

2. Оле нежелательно ходить в одну из трех клеток ограничивающих угол (иначе она проиграет), так как углов 4, то получается 3 х 4 = 12 клеток. Доска имеет 9 х 9 = 81 клеток. Значит Оля может ставить нолик в 81 – 12 – 4 = 65 клеток (4 угловые клетки ей пока тоже не доступны). Так как 65 нечетное число, а Оля ходит первой, то она сможет сделать очередной ход на эти хорошие клетки, а Саша нет и вынужден будет поставить свой крестик на одну из 12 клеток окружающих углы.

3. Ответ: 473 вулкана.

Пусть a - сотни,  b - десятки, c - единицы. Составим систему уравнений исходя из условий задачи: 
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 Решив получим: a=4,b=7, c=3.
4.Ответ: a=2000, b=142857. 

Выразим b : 
[image: image13.wmf]7
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. При вычитании из 500a единицы получится число у которого все цифры за исключением первой иногда второй (когда  а – нечетное) равны девяти. 

5.Отобразим переливания с помощью таблицы.

	Не менее 13 (х)
	9 литров
	5 литров

	х-9
	9
	0

	х-9
	4
	5

	х-4
	4
	0

	х-4
	0
	4

	х-13
	9
	4

	х-13
	8
	5


6.Отобразим переливания с помощью таблицы. Арабскими цифрами будем обозначать сироп в литрах, а римскими – воду.

	4 литра
	5 литров
	6 литров

	4
	0
	0

	0
	4
	VI

	IV
	4
	II

	0
	4
	II

	II
	4
	0


	II + 2
	2
	0

	0
	2
	II + 2

	2
	0
	II + 2

	2 + II
	0
	II + 2


7. Ответ: Нельзя.

Простые числа получающиеся при попарных суммах чисел от 1 до 9: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Составим таблицу (в первом столбце – цифра, во втором – числа, в сумме с которыми она образует простое число).

	Цифра
	Простые числа

	1
	2, 4, 6

	2
	1, 3, 5, 9

	3
	2, 4, 8

	4
	1, 3, 7, 9

	5
	2, 6, 8

	6
	1, 5, 7

	7
	4, 6

	8
	3, 5, 9

	9
	2, 4, 8


Видим, что в центре квадрата должна стоять либо 2, либо 4. В одном из углов должна стоять 7, в смежные с ней клетках 4 и 6. Значит в центр ставим 2, но двойка с 4 и 6 не образует простые числа.

	-
	+
	+
	+

	+
	-
	+
	+

	-
	+
	+
	+

	+
	-
	+
	+


9. Ответ: Одно число 16.

Пусть это число 2pq, его делители: 1, 2, q, p, 2p, 2q, pq, 2pq. Так как их больше пяти то p либо 1, либо 2, либо q. Если p=1, то получается число 2q, его делители: 1, 2, q, 2q – мало. Если p=q, то число равно 2q2, его делители: 1, 2, q, 2q, q2, 2q2; при q=1, либо q=2 число делителей меньше пяти.  Если p=2, то получается число 4q, его делители: 1, 2, 4, q, 2q, 4q. Аналогично q=1, либо q=2, либо q=4. Методом перебора получаем, что q=4, тогда искомое число 16. 


10. Ответ:1р10к.

6 тур 7 класс.


1.Ответ: x=6, y=5.


2.Некоторые из возможных решений:
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3. Приведем некоторые из них на рисунке.

4. Ответ: 1353, 1947, 2343, 2937, 3729, 4323, 4719, 5313.

По условию задачи  100х+у делиться на 
[image: image15.wmf]2
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, т.е. 99х или 198х делиться на х+у. Таким образом, четное х+у - делитель 198, т.е. х+у=22 или 66. Первое невозможно. Остаются четырехзначные числа: 1353, 1947, 2343, 2937, 3729, 4323, 4719, 5313.


5. Ответ: 1, 2, 4, 8, 9.
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8. Ответ: Можно.


Один из примеров заполнения:
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